Physique générale 11 — Examen Juillet 2014 — Prof. J-Ph. Ansermet

2 juillet 2014 - 8h15-11h15

Nom’llllllllllllll‘
Prénom:| | | [ [ [ [ [ [[ ][ ]]]]

Ne Seiper:| | | [ [ | |

A. Cycle Lenoir (3/10 points)

Un gaz de N molécules est enfermé dans un cylindre muni d’un piston. Le gaz subit un cycle composé
de trois branches définies par les processus suivants :

(1-2) Une transformation isochore qui fait passer le gaz de la pression P; a Py, le volume étant V.
(2-3) Une détente isotherme, faisant passer le volume de V; a V.

(3-1) Une compression isobare a la pression P3 = P;.

Le gaz a ceci de particulier que son équation d’état est donnée par
P(V—B)=NRT

ol B est une constante. On admet que ce gaz est non-dissipatif (Ilg = 0). On peut montrer que
I’énergie interne U doit nécessairement ne dépendre que de T'. On écrira :

U=CyT

et on fera 'hypothése que Cy est indépendant de la température.

A
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v

Questions et réponses au verso!



. (0.5 point) Calculer le volume V3 en fonction de Py, Py et V;.
Comme le processus 2-3 est isotherme, Py(Vy — B) = P (V3 — B) et il vient

. (1.0 point) Calculer le travail par cycle en fonction de Py, P et Vj.
Dans 1-2, le volume est constant, donc W35 = 0. Pour 2-3, on intégre :

3 Vs d(V — B) Vs — B Py
Wy = | —PdV = —NRT: — = _P(11—-B)l =-—P(Vi—B)In | =
* /2 2/vl V-B e )H<V1—B> (Vi )H<P1)

Finalement W3, = P1(Vs —V;) = P, ((Vs—B)— (Vi — B)) = Pl(% —1)(Vi = B)) = (P, —
Py)(Vy — B). Ainsi :

P.
W12+W23+W31:—Pg(Vl—B)ln<Pj)+(P2—P1)(V1—B)

. (0.5 point) Calculer le transfert thermique dans le processus de 1 a 2 en fonction de P;, P et
.
Comme le processus 1-2 est & travail nul,

C
A =Qra=Cy(Th —T) = N—E(Vl — B)(P,— P)

. (0.5 point) Calculer le changement d’entropie du gaz entre les états 1 et 2.
Comme le processus 1-2 est a travail nul, Cydl = TdS. On a donc :

e (B o (P2
ASi9o=Cyln (T1> =Cyln <P1)

La derniére égalité utilise I’équation d’état et Vo = V7.

. (0.5 point) Démontrer la relation suivante :

os| _op
oviy oT|,
On considére la différentielle dF = —S(T,V)dT — V(T,V)dP. On constate que S = —%

_OF(TV)
ar

et que P = . On obtient ainsi la relation de Maxwell :

dS(T,V)  &*F(T,V) _9P(T,V)
ov. ~—  09PoV 0T
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B. Evolution osmotique (3/10 points)

On modélise le phénoméne d’osmose opérant entre deux récipients plats séparés par une paroi osmo-
tique. On suppose donc que la configuration est telle qu’on peut négliger les différences de niveau entre
les deux récipients. Les deux récipients sont a la méme température, le récipient numéro 1 contient
de l'eau et du sel, le récipient 2 ne contient que de l’eau pure.

On notera Iy le courant d’eau allant du récipient 2 au récipient 1. On notera Ny la quantité de sel
dans le récipient 1. On notera N7 la quantité d’eau dans le récipient d’eau salée, Ny la quantité d’eau
dans le récipient d’eau pure.

Le potentiel chimique de ’eau dans le récipient salé est donné par la loi de mélange
p1 = po + RT In(x)
ou x est la concentration d’eau dans l'eau salée. On a donc py = pp.
La concentration de sel dans I'eau est supposée trés faible. On rappelle le développement limité

In(1 —¢) = —c pour ¢ < 1.

Questions et réponses au verso !



OU (S, N1, N2)

N, (1:1,2).

. (0.5 point) Pour mémoire, on rappelle la définition formelle u; =

Montrer que U = T'S + (1 — p2)In.

On prend pour variables d’état S, N1, No comme le rappel le suggére. On a donc, en utilisant la
définition des potentiels chimiques :

- oU .
U=—-—5 N N.
93 + p1N1 4 p2dVa
Le bilan de matiére dans le sous-systéme 2 donne : Ny = Iy et pour le sous-systéme 1 :
N1 = —Iy. Il suffit alors de substituer N1 et N2 par —Iy, respectivement 4+ pour conclure.

% In.

Le bilan d’entropie s’écrit S = I + IIg. Ici, on suppose qu’il n’y a pas de transfert thermique
avec l'extérieure. Alternativement, on peut supposer un courant de chaleur Ig = T'Ig et obtenir
la méme conclusion. Comme le systéme est isolé, on a U = 0. Partant de U = T'S + (1 — po)In,
on peut conclure en quelques opérations algébriques.

. (0.5 point) Montrer que la production d’entropie est donnée par Ilg =

. (0.5 point) Il faut en déduire une relation de la forme Iy = o(ug — p1). Justifier pourquoi.

(p2 — Ml)2

Avec cette relation, on a Ilg = o . Le deuxiéme principe exige que IIg > 0. C’est le

cas si on suppose o > 0. On peut aussi voir dans cette relation une version discréte de la loi de
Fick.

On considérera par la suite que o est une constante.

E
. (0.5 point) Montrer que le potentiel chimique de 'eau est de la forme p1 = pog— FO et exprimer
1

la constante Fy en fonction des paramétres de la donnée.

A 1 ] — Neau
La donnée implique que x = Noow N
T = %Jrc ~ 1 — c¢. Alors le développement limité pour la fonction In fournit p = pug — RT'c et on

a le résultat annoncé avec

A la limite des faibles concentrations ¢ = %, on a
eau

Eo = RT Ny

. (1.0 point) Déterminer Nj(t), en sachant que N;(t = 0) = Ny sachant que Ej est une constante.
D’abord, il faut exploiter le bilan pour N; avec le courant Iy qui est maintenant fonction de

Ny : Ny = U . Ensuite il faut intégrer. On peut écrire par exemple : N1dN; = oFEy. Donc

$(NZ — Np)? = ant. Ainsi :
Ni(t) = /N3 +20Ept
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C. Chauffage micro-onde (3/10 points)

Un échantillon a la forme d’une lame mince d’épaisseur d. Cet échantillon est exposé & un chauffage
micro-onde provoquant une puissance thermique pgyr (%) On suppose que cette énergie est produite
uniformément dans tout le volume de ’échantillon. L’échantillon est posé sur une plaque de verre
d’épaisseur t. Le micro-onde ne provoque pas de puissance thermique dissipée dans le verre. Le verre
est pressé contre un bloc de cuivre qui est maintenu & une température Ty. Les micro-ondes ne
pénétrent pas dans le cuivre. La surface de I’échantillon vaut A. On néglige tout effet de bord.

La conductivité thermique du verre est notée s (WZV—K) On rappelle la loi de Fourier jo = —xVT.
Pour simplifier les notations, on prendra pour la conductivité de I’échantillon la méme valeur x que
pour le verre. L’échantillon a une chaleur spécifique par unité de volume cy (WLK)

On fera 'hypothése que le transfert thermique ente I’échantillon et I’air en-dessus est négligeable.

)

KR amE g
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Questions et réponses au verso !



1. (1.0 point) En considérant un élément d’échantillon, de surface dA, de profondeur dz, établir
une équation de bilan d’énergie pour cet élément en tenant compte de la loi de Fourier. En
déduire une équation différentielle pour la fonction T'(z,t).

Bilan pour un disque mince entre z et z+dz, de section dA : cvdAdz%—f = —[jo(z +dz) — jo(z)] dA+
pudAdz. Avec la loi de Fourier pour jg :
or 9T N
Cy— = K——
Voot 5,2 ' Pu

. . ) : . L . . 0T pU

Ce résultat est consistent avec I’équation donnée pour le régime stationnaire : 92 L
z K

2. (0.5 point) On cherche le profile de température quand 1’échantillon a atteint un régime sta-
tionnaire.

La donnée stipule que le courant de chaleur est nul & z = 0. Vu la loi de Fourier, on doit avoir
I =0az=0.

o*T
Remarque : l'intégration de —— = _u ne permet pas de trouver ce résultat. En effet, par
z K
0T (z o7 (0
intégration on a simplement (2) — 0) = —p—Uz.

0z 0z K

3. (0.5 point) En posant que la température a la surface supérieure de I’échantillon (& z = 0)
vaut T}, c’est-a-dire & T'(z = 0) = T}, obtenir le profil de température T'(z) en fonction de T},
pu et kK.

On a pour T'(z) une équation différentielle pareille a celle de la balistique. On a donc :

T(z)=T, — %zQ

4. (1.0 point) On note Ty = T'(z = d) la température a l'interface entre 1’échantillon et le verre,
d’épaisseur t. On note P la puissance micro-onde absorbée, c’est-a-dire P = p,, A d. Toute cette
puissance est transférée a travers le verre et diffuse dans le bloc de cuivre, supposé maintenu a
la température Tp. Obtenir Ty en fonction de P, t, Ty, A et k.

L’indication de la donnée se traduit, compte tenu de la loi de Fourier, par : P = jo A = —xVT.
Dans le verre, on a un gradient uniforme (il n’y pas de terme de source), donc VT = @.
Ainsi :

putd

Pt
Ta=To+—— =10+
Ar
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D. Chaud-froid a deux niveaux (1/10 points)

On considére un ensemble statistique constitué d’un trés grand nombre de corpuscules qui peuvent
étre dans deux états possibles seulement. Un état a I’énergie F;. L’autre état a une énergie Es. Ces
deux valeurs F; et Fy sont & considérer comme des constantes dans ce probléme.

On prépare deux systémes qui ont ces propriétés. On admet que chaque systéme a une température
définie.

On prépare un premier systéme, appelé A, de telle maniére qu’il présente Ny corpuscules dans 1’état
d’énergie F7 et Na corpuscules dans I’état d’énergie Fo.

On prépare un deuxiéme systéme, appelé B, avec les occupations suivantes :
— il y a N{ corpuscules dans I'état d’énergie F4

— il y a N} corpuscules dans 'état d’énergie Es

Questions et réponses au verso!



1. (0.5 point) Trouver la température T du systéme A. Donner I'expression pour 7' en fonction
du rapport % et de la différence Fy — Ej.

La donnée implique que p; = ﬁ et po = NlijQ. La distribution de Boltzmann donne
p1 = %exp (;?E:}) et po = %exp (,;f%) En combinant la donnée statistique et la loi de
Bolztmann, on a donc le rapport : % = % = exp <E]§;£1 > Ainsi on obtient :
Ey—F
kpT — 2 1

2. (0.5 point) On met ensemble les systémes A et B, donc les occupations s’additionnent pour
chaque niveau d’énergie. On admet que le systéme B a été préparé avec les occupations N7 et
N} qui ont les valeurs suivantes : N7 = Ny et N} = N;. Qu’advient-il de la température finale
du systéme composés de A et B?

La donnée implique que les niveaux d’énergie E; et Fy sont également occupés. Ceci n’est
possible que si la température tend vers 'infini.



